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Resumen—The context of this work is the study of neurode-
generative diseases related with axon demyielation effects on the
transmission of neural impulses from a bioelectric perspective.
A simple cable equation for the passive membrane coupled
with the active regeneration pump at Ranvier nodes allows
the calculation of threshold current density for depolarization,
together with attenuation levels and propagation speed. Although
results are in agreement with physiological levels the revision
of axon transmission is still required to unveil the underlying
physiological mechanisms.

I. INTRODUCCION

Desde que Alan Hodgkin y Andrew Huxley (con la ayuda
experimental de Bernard Katz) publicaron su modelo de
generacion del potencial de accién en 1952 (en adelante
referido como HH), se han sucedido numerosas aportaciones
cientificas para entender los mecanismos bioeléctricos de la
comunicacion neuronal, que se han estudiado desde distintos
puntos de vista [1]. En la base de este conocimiento, los
principales esfuerzos en el 4mbito de la neurociencia compu-
tacional se han centrado en el andlisis de la conduccion salta-
toria en axones mielados, acoplando los nédulos de Ranvier
descritos con el modelo HH entre segmentos internodales
mediante una red pasiva de pardmetros distribuidos [2].

El comportamiento dindmico de los segmentos internodales
estd gobernado por una ecuacion de difusion, y normalmente
se aborda analizando sus caracteristicas espacio-temporales
de forma independiente, habiéndose prestado atencién a las
posibles formas matemdticas de las condiciones de con-
torno [3]. Este tipo de modelos se han analizado desde
la perspectiva de la propagacién del potencial de accidn,
incorporando un término que incluye la segunda derivada
temporal del potencial para explicar el desplazamiento del
frente de ondas [4], pero como fenémeno de difusién se
echa en falta la consideracién de la atenuacién a lo largo
del segmento internodal [5], que deberia ser el mecanismo
predominante (ondas de reaccion-difusion [6]).

Por otra parte, aquellos trabajos en los que la velocidad
de propagacién se extrae de la resolucion de la ecuacion
de difusién en el dominio de la frecuencia [7] no parecen
justificar suficientemente la hipétesis de régimen permanente
implicita en el uso de la transformada de Fourier, si bien los
mecanismos de generacién del potencial de accién destacan
por su naturaleza transitoria. Entre los trabajos que toman
en consideracion expresa los aspectos temporales y espacia-
les, simultaneamente, destacan los basados en el uso de la
funcién de Green [8], aunque las condiciones de contorno
normalmente utilizadas (Dirichlet, Neumann) no parecen estar
completamente justificadas en una base fisioldgica.

Otra linea de trabajo ha consistido en el modelado elec-
tromagnético del axén a través de la determinacién de las
caracteristicas de los modos de propagacién. Aunque ya
en [9] se analizaron las soluciones impuestas por la simetria
cilindrica del ax6n en la ecuacién de Laplace, los autores
del trabajo que se presenta hipotetizaron sobre la existencia
de modos TM en axones mielados utilizando un modelo de
cable coaxial [10]. Tanto en el caso de axones amielados
como mielados, aunque se dispone de soluciones en forma
cerrada para simetria cilindrica, la dificultad del anélisis
comparado con guias dieléctricas [11] radica en la existencia
de pérdidas en los medios intra- y extracelular, que dificulta
la resolucidén de la ecuacién caracteristica. Ademds, dadas las
dimensiones geométricas, los modos superiores presentarian
frecuencias de corte mucho mads altas que las de las sefiales
fisiolégicas, y con velocidades de propagacién en el rango de
las del medio libre [12]. No obstante, se pueden citar trabajos
recientes en los que se proponen modelos electromagnéticos
para explicar la propagacién en fibras nerviosas a frecuencias
en el rango del infrarrojo [13] y THz [14], justificados en
que determinados procesos bioldgicos oxidativos presentan
capacidad para producir fotones bioldgicos. Sin embargo,
estos trabajos no justifican suficientemente las caracteristicas
dieléctricas (permitividad y conductividad) que determinan
los comportamientos que se exponen, o asumen medios sin
pérdidas.

Debe destacarse también como limitacién del conocimiento
actual la necesidad de lograr una mejor caracterizacion de los
pardmetros que determinan la dindmica de los modelos, ya
que en la mayoria de los trabajos se recurre a los pardmetros
originales del modelo HH, medidos experimentalmente sobre
un axén de calamar gigante.

A la vista de los antecedentes considerados, en este trabajo
se revisa el problema de la transmisién del potencial de accién
en axones. Para tal fin se estudia un modelo sencillo de linea
de transmisién que permita justificar los comportamientos
dindmicos que se conocen de otras disciplinas.

II. METODOS Y MATERIALES

Con arreglo a la Fig. 1, se considerard una fibra mie-
lada cilindrica, de radio a, dispuesta a lo largo del eje x,
formada por segmentos internodales delimitados por nédulos
de Ranvier y modelada como una red pasiva de pardmetros
distribuidos R,, C,,, G, que representan respectivamente
la resistencia axial, capacidad de membrana y conductancia
radial, por unidad de longitud. Siguiendo la convencién habi-
tual, se medird el potencial de membrana, v,,(x,t), respecto
del valor de reposo (v,, = V0 — Vin). El comportamiento
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Fig. 1. Estructura de una neurona con axén mielado.

dindmico a lo largo del segmento internodal viene dado
por [15]:

v 0%v 1

= AQ = 'm -~ .ew 1
ot oz m G )

donde: .
A= —— 2
V.G, @

es la llamada constante espacial,

Cm

== 3
=G 3)

la constante de tiempo, e 7., la corriente de excitacién. La
corriente axial puede determinarse a partir del potencial de
membrana mediante la ecuacion:

1 v,
R, Ox
Para facilitar la comparacién con caracteristicas reportadas

fisiolégicamente [16] se consideraran las constantes especifi-
cas de los parametros distribuidos [8]:
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En el supuesto de considerar condiciones iniciales de reposo
(vm(z,t = 0) = 0), la solucién del potencial para una fuente
puntual de amplitud Iy (i, (z,t) = Ip7d(x)d6(2)) se puede
expresar en forma cerrada a partir de la funcién de Green,
como sigue [8], [17]:
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Para el estudio de la velocidad de propagacion, se considera

la soluciéon de la ecuacién homogénea de (1) en estado
estacionario, en el dominio frecuencial:

d*V,,
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donde:
(10

TABLA I
PARAMETROS DEL MODELO DE POTENCIAL DE ACCION [18]

Vino = —70 mV
Ex =12 mV
9K, = 36 mS/cm?

em =1 uF/ch
Ena = —115 mV
INap = 120 mS/cm?

Er = —10,613 mV
g1, = 0,3 mS/cm?

es la constante de propagacion. Suponiendo que wr < 1
pueden aproximarse las constantes de atenuacion y fase seguin:
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que determinaria una velocidad de propagacion:
w2
Up - B ~ 7 (13)

En lo que respecta a la regeneracion del potencial de accion
en los nédulos de Ranvier, se considerara aplicable el modelo

HH: i .

v . .

T i),

donde %,, = iNa+iK +11 representa las corrientes transmem-
brana:

(14)

= de $0dio: iNa = gNagM P (Vm — ENa)s

= de potasio: ix = gr,n* (V;m — Fk),

= y de fuga: iy, = gz, (vm — EL),
siendo ENa, Fk, E los potenciales de Nernst correspondien-
tes, y n, m, h, los coeficientes de activacién de los iones K,
Na y de desactivaciéon de Na, respectivamente. La dindmica
de cada uno de estos sigue la ecuacién diferencial de primer
orden:

2 (0= {rm k). (9)
Los coeficientes ay,, 3, son no-linealmente dependientes del
potencial de membrana. Las funciones correspondientes se
detallan en [18]. Como punto de partida se han considerado
los pardmetros originales del modelo HH (véase la Tabla I).
La resolucién de las ecuaciones diferenciales se ha reali-
zado utilizando la libreria py-pde de Python y Matlab para
la representaciéon gréifica de los resultados. En particular, la
version homogénea de (1) admite la siguiente definicién en
py-pde:

—play + Bp) +

pde.PDE ({"v":
bc=bcx)

eq = f"{Dx}xlaplace (v)— \

{Dt}xv"},

donde bcx se refiere a la especificacion de las condiciones
de contorno y los pardmetros Dx y Dt tienen la siguiente
correspondencia:

2

D, =2 (16)
T

D=1 (17)
T

Para una adecuada representacion de la dindmica del sistema,
se ha considerado un horizonte temporal de 57 y espacial de
5, con una resoluciéon minima de 16 puntos por \ y 7.
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Fig. 2. Dindmica del potencial de accién generado por un pulso de corriente.

TABLA 11
PARAMETROS ESPECIFICOS DEL AXON SIMULADO

cm = 15,9 pFlem?® | rpn = 0,25 kQ - cm? [ 7o =1,26 Q- cm |

III. RESULTADOS Y DISCUSION

En primer lugar se ha determinado el umbral de densidad de
corriente para desencadenar la despolarizacién de la membra-
na en el nédulo de Ranvier, haciendo un barrido de la amplitud
de 7., en (14), modelada como un pulso de duracién 7),. Las
pruebas realizadas establecen que la amplitud umbral de la
corriente corresponde a un pulso de amplitud Jo = 2 pA/ cm?
y una duracién minima de 7, = 0,5 ms. La forma de onda
del potencial de accién, de las conductancias transmembrana
y de los coeficientes de activacidn y desactivacion i6nicos se
representan en la Fig. 2, y reproducen los comportamientos
que se pueden encontrar en [18].

A continuacién, se han determinado los pardmetros es-
pecificos de un segmento internodal de radio a = 1 pum para
obtener una constante espacial A = 1 mm y una constante
temporal 7 = 4 ms. Los valores se resumen en la Tabla II.
En la Fig. 3 se muestran las curvas de nivel correspondientes a
la distribucién del potencial de membrana generado por una
fuente puntual ajustada a una densidad de corriente Jy =
2 pA/ em?. Los valores se representan en dB, normalizados
respecto de Jy. Dado que el lugar geométrico de la region
espacio-temporal en que se regenera el potencial de accion
en un nédulo de Ranvier con las caracteristicas de la Tabla I
estd asociado a curvas de nivel de 0 dB o superiores, se trataria
de una reticula acotada aproximadamente por 0.5 mm (\/2)
y 0.25 ms (7/16). La linea de trazo continuo de la Fig. 3(b)
representa la velocidad de propagacién obtenida de acuerdo
con (13), aunque a la vista de la figura es cuestionable que
represente la velocidad del frente de ondas. Si bien es usual
considerar la transformacién de (1) en una ecuacién de ondas
mediante la introduccion de una velocidad ad hoc [6], [19],
los resultados confirman que realmente la fisica dominante es
un fenémeno de difusién.

Manteniendo los pardmetros especificos de la Tabla II se

1.5

o o7, 0.5
Tiempo t(ms) Distancia x(mm)
(a)
25— —
7
’
21 ’
—_ '
42}
E15¢ 29
[ )3
§ 1} ’ 3
= /
Z
0.5re /—\
(7)) 5
/d 2 5 _aﬂ“

0.2 04 06 08 1 1.2 14
Distancia x(mm)

(b)

16 1.8 2

Fig. 3. Quinograma del potencial de membrana correspondiente a axones
con distinto radio Jo = 2 uA/cm2 en un axén con los pardmetros de la
Tabla II.

ha considerado el efecto de aumentar o disminuir el radio
del ax6n en la atenuacién y velocidad calculada con (11)
y(13). Los resultados se muestran en la Fig. 4, pudiéndose
confirmar la dependencia directa de la velocidad e inversa de
la atenuacién con el radio del axén [6], [16], [20]. Aunque
las velocidades representadas son propias de axones amiela-
dos, se pueden comparar con las de determinadas neuronas
mileladas, como axones delgados de las células de Purkinje
(~1—1,5 um, 0,77 m/s [16]). No obstante, el mismo modelo
considerado permite simular comportamientos caracteristicos
de otras neuronas modificando los pardmetros especificos de
la Tabla II.

IV. CONCLUSIONES

El modelado de la membrana pasiva del ax6n como linea
de transmisién representa un enfoque sencillo para el estudio
de los efectos de la demielinizacién. Del andlisis realizado
se tiene la certeza de que el proceso dominante es un
fenémeno de difusion. La velocidad de propagacién calculada
mediante (13) asume la condicion de estado estacionario en
el modelo. La propagacién se justificaria como consecuencia
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Fig. 4. Velocidad de propagacién en funcién del radio del axén.

de la regeneracién del potencial de accién en los nédulos
de Ranvier. La determinacién del umbral de despolarizacién
de la membrana activa permite relacionar la longitud del
segmento internodal con la atenuacién admisible y el retardo
de propagacidn asociado mediante estudios multiparamétricos.
La limitacién en la caracterizaciéon de los pardmetros bio-
eléctricos junto con la riqueza de comportamientos de la mem-
brana activa (bifurcaciones, periodo refractario, conversion
amplitud-frecuencia, etc.) justifica la necesidad de revisitar
el problema de la comunicacién neuronal.
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