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Resumen—We discuss the issue of identifying the for-
ward/backward nature of the modes in bounded one-dimensional
periodic structures. This identification relies on the possibility of
adequately and uniquely defining the phase velocity in these types
of structures. We propose a general definition of phase velocity
for scalar one-dimensional waves and show that, according to
that general definition, the voltage and current waves in lossless
nonhomogeneous transmission lines with positive parameters C
and L are necessarily forward waves. In more general scenarios,
we show that an appropriate definition of the phase velocity can
still be found for electromagnetic waves with at least one linearly
polarized field and that they also are necessarily forward waves if
they propagate through media with positive ε and µ parameters.

I. INTRODUCCIÓN

Como ocurre con cualquier estructura de guiado, el estudio
de las propiedades de los modos de guı́as periódicas es
fundamental para el diseño de dispositivos que hagan uso
de dichas estructuras. Las caracterı́sticas de los modos
se obtienen mediante el análisis de la celda unidad de la
estructura imponiendo condiciones de contorno periódicas,
lo que conduce a campos que tienen la forma de modos
de Floquet (también llamados ondas de Bloch) [1]–[4]. El
análisis de estructuras periódicas suele comenzar con un
examen de su diagrama de dispersión, es decir, de la relación
entre frecuencia y número de onda de los modos de la
estructura. Este diagrama proporciona información valiosa
sobre varias caracterı́sticas de la estructura periódica, como
la localización de sus bandas de paso/rechazo o la atenuación
de los modos en las bandas de rechazo o por efecto de las
pérdidas o la radiación. Sin embargo, aunque el diagrama de
dispersión proporciona una representación simple e intuitiva
de las propiedades de dispersión de la estructura periódica,
esta simplicidad puede oscurecer algunas caracterı́sticas
importantes de los modos, que pueden malinterpretarse.
Un ejemplo de ello es su naturaleza de avance/retroceso
(forward/backward), entendida en términos de la relación de
igualdad u oposición entre las direcciones de las velocidades
de fase y de grupo.

En esta contribución presentamos una discusión sobre la
naturaleza de avance/retroceso de los modos de estructuras
de guiado con periodicidad unidimensional (1D-periódicas),
ampliando el estudio realizado previamente en [5]. Argumen-
tamos que la expresión habitual de la velocidad de fase para
ondas armónicas sinusoidales no es aplicable a los modos
de estructuras periódicas. En consecuencia, proponemos una
expresión general de la velocidad de fase para ondas escalares
unidimensionales. De acuerdo con esta definición general,

mostramos que las velocidades de fase de las ondas de
voltaje y corriente en lı́neas de transmisión no uniformes
están alineadas con la dirección del flujo de potencia siempre
que la capacidad e inductancia por unidad de longitud de la
lı́nea sean positivas. Cuando se aplica al caso particular de
lı́neas de transmisión periódicas con parámetros positivos, esto
implica que todos sus modos pueden considerarse ondas de
avance. En situaciones más generales en las que debe tenerse
en cuenta la naturaleza multidimensional y/o vectorial de las
ondas electromagnéticas, se debe generalizar la definición
de velocidad de fase. Aunque una definición completamente
general de velocidad de fase no parece posible [2], [3], puede
encontrarse una definición clara y conceptualmente válida
para ondas electromagnéticas en las que al menos uno de
los campos (E o H) está polarizado linealmente [6].

II. VELOCIDAD DE FASE DE UNA ONDA ESCALAR
UNIDIMENSIONAL

Primero consideramos el problema de la definición general
de la velocidad de fase para una onda escalar unidimensional
sin pérdidas. Suponiendo régimen armónico en el tiempo,
cualquier magnitud de onda escalar mecánica/electromagnéti-
ca unidimensional puede escribirse como

A(z, t) = A0(z) cos(ωt− φ(z)) (1)

donde A0(z) es la amplitud dependiente de la posición y
ϕ(z, t) = ωt−φ(z) es su fase. Nos referiremos a φ(z) como
la función de fase de la onda. En forma de fasor, tenemos

A(z) = A0(z) e
−jφ(z) con A(z, t) = ℜ[A(z) ejωt] . (2)

En problemas homogéneos, la existencia de soluciones de on-
das viajeras con variación espacial armónica es un hecho bien
conocido. Estas soluciones tienen una amplitud constante y
una función de fase lineal φ(z) = βz+φ0, donde β representa
la constante de fase. Para estas ondas, que llamaremos ondas
sinusoidales, se define la velocidad de fase como

vp =
ω

β
. (3)

Conceptualmente, la velocidad de fase puede definirse como
la velocidad de un punto con fase constante. De esta manera,
la velocidad de fase caracteriza el movimiento del patrón de
onda monocromática. Por otro lado, la velocidad de grupo
puede definirse como la velocidad a la que se propaga
la envolvente de un pulso de banda estrecha a través del
medio [2], [4], y caracteriza el flujo de potencia (transporte
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Fig. 1. Lı́nea de transmisión no uniforme sin pérdidas con parámetros L(z)
y C(z).

de energı́a) asociado con la onda [2], [3]. Para una onda
sinusoidal, la velocidad de grupo está dada por

vg(ω) =
dω

dβ
. (4)

Cuando el patrón de onda se mueve en la dirección del flujo
de potencia, vp y vg tienen el mismo signo y la onda se dice
que es de avance (onda forward). Por el contrario, si vp y vg
tienen signos opuestos, entonces el patrón de onda progresa
en la dirección opuesta al flujo de potencia y la onda se dice
que es de retroceso (onda backward).

A nuestro entender, no hay razón por la que la definición
conceptual usual de velocidad de fase mencionada anterior-
mente para ondas sinusoidales simples no pueda aplicarse
también a ondas unidimensionales con la forma general dada
en (1). De hecho, para un observador imaginario que se mueva
con la velocidad de fase de la onda debe cumplirse

d

dt
(ωt− φ[z(t)]) = ω − dφ

dz

dz

dt
= 0 (5)

y, por lo tanto, la velocidad de fase vp = dz/dt (que, en
general, dependerá de la posición z) está dada por

vp(z) = ω

(
dφ

dz

)−1

. (6)

La dirección de la velocidad de fase en un punto particular
variará dependiendo del problema especı́fico que se esté
estudiando. Si la velocidad de fase es paralela (antiparalela)
al flujo de potencia en cada punto, entonces la onda puede
clasificarse inequı́vocamente como de avance (retroceso) uti-
lizando el mismo criterio comúnmente aplicado a las ondas
sinusoidales.

III. LA LÍNEA DE TRANSMISIÓN NO UNIFORME

En el contexto especı́fico que nos interesa, las conside-
raciones generales mencionadas en la sección anterior son
aplicables al análisis del problema de la lı́nea de transmisión
no uniforme ilustrado en la Fig. 1. Asumimos que la lı́nea no
tiene pérdidas y que su capacidad e inductancia por unidad de
longitud L(z) y C(z) son positivas. Las expresiones generales
para los fasores de voltaje y la corriente a lo largo de la lı́nea
son

V (z) = V0(z) e
−jφV (z) ; I(z) = I0(z) e

−jφI(z) , (7)

donde los amplitudes V0(z) y I0(z) son funciones reales por
definición. Los fasores V (z) e I(z) satisfacen las ecuaciones
del telegrafista armónicas en el tiempo; es decir,

dV

dz
= −jωL(z)I(z) ;

dI

dz
= −jωC(z)V (z) . (8)

Sustituyendo (7) en las ecuaciones del telegrafista y tras
algunas manipulaciones, puede demostrarse que la potencia
media que fluye en la dirección positiva de z puede escribirse
como

P =
1

2
ℜ[V I∗] =

V 2
0

2L

1

vVp
(9)

o alternativamente como

P =
1

2
ℜ[V I∗] =

I20
2C

1

vIp
. (10)

donde vVp y vIp son las velocidades de fase de las ondas de
voltaje e intensidad, respectivamente, según la definición (6).
Igualando (9) y (10) podemos ver que las velocidades de
fase tienen el mismo valor solo en aquellos puntos en que
se cumpla V0(z) = Z0(z)I0(z), donde Z0 =

√
L/C es

la impedancia caracterı́stica (dependiente de z) de la lı́nea.
Al margen de esto, (9) y (10) muestran que para lı́neas
de transmisión no uniformes con parámetros L(z) y C(z)
positivos las velocidades de fase de las ondas de tensión
e intensidad tienen necesariamente el mismo signo que la
potencia P y por tanto ambas son ondas forward.

IV. L ÍNEAS DE TRANSMISIÓN PERIÓDICAS

Una lı́nea de transmisión periódica (LTP) puede considerar-
se formalmente un caso particular de una lı́nea de transmisión
no homogénea con parámetros que varı́an periódicamente a
lo largo de la lı́nea. Las soluciones modales de una LTP son
modos de Floquet (también llamados ondas de Bloch), que
pueden escribirse en forma fasorial como [1]:

A(z) = P (z) e−jkzz; P (z + p) = P (z) (11)

donde A representa tanto el voltaje como la corriente, p es
el perı́odo espacial y kz es el número de onda modal. Dado
que P (z) es periódica, podemos desarrollarla en una serie de
Fourier, obteniendo

A(z) =
∑
n

Pn e
−j(kz+kn)z , (12)

donde kn = 2πn/p. El número de onda modal kz en (11)
no está determinado unı́vocamente, ya que cualquier par
de valores kz que difieran en km para cualquier m son
igualmente válidos, lo que corresponde a funciones periódicas
P (z) que difieren en un factor de fase e−jkmz . Esto es una
consecuencia del hecho de que, como muestra explı́citamen-
te (12), las soluciones modales no son ondas sinusoidales
sino una combinación lineal de un número infinito de ondas
sinusoidales (los armónicos espaciales) [2], [3].

En la Fig. 2 mostramos un ejemplo tı́pico de diagrama de
dispersión de una estructura 1D-periódica sin pérdidas, donde
se observa el patrón habitual de bandas de paso y de rechazo.
Aunque este diagrama de Brillouin es una representación
compacta conveniente que puede proporcionar información
muy útil, puede dar lugar a conclusiones cuestionables sobre
la naturaleza de avance o retroceso de los modos. De hecho, la
segunda banda de paso en el ejemplo mostrado en la Fig. 2 se
suele considerar como un modo de retroceso (nosotros mismos
hemos usado esta terminologı́a en trabajos anteriores [7]). El
motivo para ello es que el valor de la constante de fase es
positivo dentro de la primera zona de Brillouin, mientras que
la pendiente de la curva de dispersión es negativa. Dado que
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Fig. 2. Ejemplo de diagrama de Brillouin

la pendiente de la curva de dispersión es la misma para cada
armónico espacial, no hay duda de que su signo indica la
dirección del transporte de energı́a a lo largo de la lı́nea. Sin
embargo, el signo de la constante de fase para el armónico
n = 0 no se debe asociar directamente con la dirección de la
velocidad de fase de la solución modal, ya que esta consiste
en un número infinito de armónicos con diferentes valores
de constante de fase, algunos positivos y otros negativos. La
expresión “convencional” de la velocidad de fase dada por (3),
válida para ondas sinusoidales, no es por tanto aplicable aquı́.

Aplicando la definición general (6) a un modo de Floquet,
podemos obtener la siguiente expresión de la velocidad de
fase de las soluciones modales de las LTPs en las bandas de
paso (kz = β):

vp(z) = ω

[
β − dξ

dz

]−1

, (13)

donde ξ(z) es el argumento de la función compleja P (z).
Esta expresión es independiente de la elección del valor β.
Si β se reemplaza por β + kn, entonces la función periódica
P (z) debe reemplazarse por P (z) ejknz , y por lo tanto ξ(z)
se convierte en ξ(z)+knz. Cabe destacar que la contribución
del término dξ/dz a (13) es lo que hace que la velocidad de
fase sea negativa para bandas con una pendiente negativa de
β(ω), lo que resulta en modos de avance.

V. ONDAS MÁS GENERALES

Cualquier onda escalar bidimensional o tridimensional pue-
de escribirse como

A(r t) = A0(r) cos(ωt− φ(r)) ; A(r) = A0(r) e−jφ(r)

(14)
donde la amplitud y las función de fase, A0 y φ, son
nuevamente funciones reales de la posición. En este caso,
la progresión del patrón de onda con el tiempo se puede
visualizar como el movimiento de sus superficies de fase
constante asociadas φ(r) = constante (frentes de fase). Este
movimiento puede caracterizarse por un vector velocidad de
fase que es normal a los frentes de fase en cualquier punto.
Resulta conveniente introducir el vector lentitud de fase (s),
definido como un vector normal a los frentes de fase y cuya
magnitud es el inverso de la velocidad de los frentes [8].
Siguiendo el mismo razonamiento que en la Sección II, el

vector s viene dado por:

s =
1

ω
∇φ (15)

y la velocidad de fase de la onda puede obtenerse entonces a
partir de la lentitud de fase como

vp =
s

|s|2
= ω

∇φ

|∇φ|2
. (16)

Por tanto, la velocidad de fase puede definirse de manera
unı́voca para cualquier onda escalar. Desafortunadamente,
este no es el caso para las ondas vectoriales, donde cada
componente tiene una expresión general como (14) con fun-
ciones de fase que son generalmente diferentes para diferentes
componentes. Hasta donde conocemos, no existe una relación
general establecida entre las fases de las diferentes componen-
tes. En consecuencia, una definición completamente general
de la fase de la onda vectorial (y, en consecuencia, de su
velocidad de fase) no parece ser posible. Sin embargo, si la
onda vectorial está linealmente polarizada, entonces todas sus
componentes tienen la misma función de fase. En ese caso,
según [6] puede demostrarse que, si el campo eléctrico está
linealmente polarizado, se cumple

ℜ(E×H∗) =
E2

0

ωµ
∇φ =

E2
0

µ
s , (17)

mientras que para campos magnéticos linealmente polarizados
tenemos

ℜ(E×H∗) =
H2

0

ωε
∇φ =

H2
0

ε
s . (18)

Aunque los conceptos de velocidad de fase y el carácter de
avance/retroceso de las ondas no se discutieron en [6], las
ecuaciones anteriores indican que, para ondas electromagnéti-
cas con al menos un campo linealmente polarizado en medios
con ε y µ positivos, la velocidad de fase está alineada con el
flujo de potencia local en cada punto.

VI. EJEMPLO NUMÉRICO

En esta sección presentamos resultados numéricos obteni-
dos usando un simulador comercial para examinar una guı́a
de onda de placas paralelas (PPW) cargada periódicamente
con corrugaciones a lo largo de la dirección de propagación,
como se muestra en la Fig. 3(a). La estructura es uniforme en
la dirección transversal a la propagación. Esta celda unidad se
analiza utilizando el Eigenmode Solver de CST [9]. También
analizamos la estructura utilizando un modelo de circuito para
probar la validez de la aproximación de lı́nea de transmisión
periódica. El modelo de circuito se muestra en la Fig. 3(b) y
las susceptancias Ba y Bb se obtienen de [10].

En la Fig. 4(a) se muestra la relación de dispersión de
la guı́a periódica. El modo 2 se interpretarı́a habitualmente
como un modo de retroceso, ya que su pendiente es negativa
mientras que el número de onda es positivo. No obstante,
puede observarse en la segunda gráfica que, de acuerdo con
la definición de velocidad de fase propuesta en (13), el modo 2
tiene una velocidad de fase negativa. Por tanto, la velocidad de
fase está alineada con el flujo de energı́a a lo largo de la lı́nea
(véase el vector de Poynting promedio) y en consecuencia
podemos argumentar que el modo 2 es un modo de avance.
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Fig. 3. (a) Celda unidad de la guı́a de placas paralelas corrugada. (b) Modelo
circuital de la celda unidad.

VII. CONCLUSIONES

Hemos discutido el problema de identificar la naturaleza
de avance o retroceso de los modos de estructuras periódicas.
Para ello, hemos propuesto una definición general de veloci-
dad de fase para ondas escalares unidimensionales y hemos
mostrado que, según esa definición general, las ondas de vol-
taje y corriente en lı́neas de transmisión no homogéneas y sin
pérdidas con parámetros positivos C y L son necesariamente
ondas de avance. En escenarios más generales, también hemos
mostrado que se puede encontrar una definición apropiada
de la velocidad de fase para ondas electromagnéticas con al
menos un campo linealmente polarizado, y que estas también
son necesariamente ondas de avance si se propagan a través
de medios con parámetros ε y µ positivos. Finalmente, hemos
incluido un ejemplo numérico que muestra cómo un modo
de una guı́a periódica que habitualmente se clasificarı́a como
modo de retroceso es en realidad un modo de avance según
las definiciones y discusiones presentadas.
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